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Développement On va montrer que toute fonction continue sur un segment est
limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales.

Lemme 1 Soient f ∈ Cc(R) et (χn)n∈N une approximation de l’identité, i.e une
suite de fonctions de Cc(R) positives vérifiant

∀n ∈ N,
∫
R
χn(t)dt = 1 et ∀η > 0,

∫
|t|⩾η

χn(t)dt −→
n→+∞

0.

Alors, (f ∗ χn)n∈N converge uniformément vers f sur R.

Lemme 2 Pour n ∈ N∗, on pose an =
∫ 1

−1
(1 − t2)ndt et pn : R → R définie par

pn(t) =
(1−t2)

n

an
1[−1,1](t). Alors, (pn)n∈N∗ est une approximation de l’identité et si

f ∈ Cc(R) est à support contenu dans [− 1
2 ,

1
2 ], pour tout n ∈ N∗, f ∗ pn est une

fonction polynômiale.

Théorème 3 (Weierstrass) Si f ∈ C([a, b]), alors f est limite uniforme sur [a, b]
d’une suite de fonctions polynômiales.

• Preuve du Lemme 1 : Fixons ε > 0. On veut montrer qu’il existe un rang
N ∈ N tel que pour tout n ⩾ N , ∥f ∗ χn − f∥∞ ⩽ Cε, ou C est une constante
indépendante de n. Comme χn est d’intégrale 1 sur R et positive, on a pour tout
n ∈ N et tout x ∈ R,∣∣(f ∗ χn)(x)− f(x)

∣∣ =

∣∣∣∣∫
R
f(x− t)χn(t)dt−

∫
R
f(x)χn(t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
R

(
f(x− t)− f(x)

)
χn(t)dt

∣∣∣∣
⩽

∫
R

∣∣f(x− t)− f(x)
∣∣χn(t)dt.

Notons [a, b] un compact de R contenant le support de f . Alors, f étant continue
sur [a, b], d’après le théorème de Heine, f est uniformément continue sur [a, b].
Comme f est nulle sur R \ [a, b], f est en fait uniformément continue sur R.

Ainsi, il existe η > 0 tel que pour tous x, y ∈ R tels que |x − y| < η, on a
|f(x) − f(y)| < ε. Par ailleurs, f étant continue sur le compact [a, b], il existe
M ∈ R tel que |f | ⩽ M sur [a, b], donc sur R puisque f est à support dans [a, b].
On obtient alors pour tout n ∈ N et tout x ∈ R,∣∣(f ∗χn)(x)−f(x)

∣∣ = ∫
|t|⩾η

∣∣f(x−t)−f(x)
∣∣χn(t)dt+

∫ η

−η

∣∣f(x−t)−f(x)
∣∣χn(t)dt.

Si |t| ⩾ η, alors par inégalité triangulaire, on a∣∣f(x− t)− f(x)
∣∣ ⩽ ∣∣f(x− t)

∣∣+ ∣∣f(x)∣∣ ⩽ 2M.

Par ailleurs si t ∈]−η, η[, alors
∣∣(x−t)−t

∣∣ = |t| < η, d’où par uniforme continuité

de f ,
∣∣f(x−t)−f(x)

∣∣ ⩽ ε. Enfin, comme (χn) est une approximation de l’identité,
il existe un rang N ∈ N tel que pour tout n ⩾ N , on ait

∫
|t|⩾n

χn(t)dt ⩽ ε. Par

conséquent, on obtient pour tout n ⩾ N et tout x ∈ R,∣∣(f ∗ χn)(x)− f(x)
∣∣ ⩽ 2M

∫
|t|⩾η

χn(t)dt+ ε

∫ η

−η

χn(t)dt

⩽ 2Mε+ ε

∫
R
χn(t)dt car χn ⩾ 0

⩽ (2M + 1)ε.

Ceci étant vrai pour tout x ∈ R, on a ∥f ∗ χn − f∥∞ ⩽ (2M +1)ε, ce qui montre
bien la convergence uniforme sur R de f ∗ χn vers f et achève la preuve du
Lemme 1.

• Preuve du Lemme 2 : Remarquons que pour tout n ∈ N∗, pn ∈ Cc(R). En effet,
lim

t→±1
(1− t2)

n
= 0 donc lim

t→±1
pn(t) = 0 et ainsi pn ∈ C(R). De plus, pn est

clairement à support compact (inclu dans [−1, 1]) d’où pn ∈ Cc(R). Vérifions
alors que (pn) est bien une approximation de l’identité. On a pour tout n ⩾ 1,∫

R
pn(t)dt =

∫ 1

−1

pn(t)dt =
1

an

∫ 1

−1

(1− t2)
n
dt =

an
an

= 1.

Remarquons que, par parité de t 7→ (1− t2)
n
, on a ∀n ∈ N, an = 2

∫ 1

0
(1− t2)

n
dt.

Or, si t ∈]0, 1[, (1− t2)
n
⩾ t(1− t2)

n
, d’où

an ⩾
∫ 1

0

2t(1− t2)
n
dt =

[
−(1− t2)

n+1

n+ 1

]1
0

=
1

n+ 1
.
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Ainsi, si η ∈]0, 1[, on a pour tout n ∈ N∗,∫
|t|⩾η

pn(t)dt =
2

an

∫ 1

η

(1− t2)
n
dt

⩽
2

an

∫ 1

η

(1− η2)
n
dt par décroissance de t 7→ (1− t2)

n

⩽ 2(n+ 1)(1− η)(1− η2)
n
.

Comme η ∈]0, 1[, |1 − η2| < 1 donc (n + 1)(1− η2)
n −→

n→+∞
0. Par conséquent,

on a bien pour tout η > 0, lim
n→+∞

∫
|t|⩾η

pn(t)dt = 0 (le résultat pour η ⩾ 1 étant

trivial). Finalement, (pn) est bien une approximation de l’unité.

Soit f ∈ Cc(R) à support contenu dans I = [− 1
2 ,

1
2 ]. Montrons que pour tout

n ∈ N∗, f ∗ pn est une fonction polynômiale sur I. Tout d’abord remarquons
qu’avec le changement de variable u = x− t, on a ∀x ∈ I,

f ∗ pn(x) =
∫
R
f(x− t)pn(t)dt =

∫
R
f(u)pn(x− u)du =

∫ 1
2

− 1
2

f(t)pn(x− t)dt.

Si x, t ∈ I, alors |x − t| ⩽ |x| + |t| ⩽ 1 donc pn(x − t) =

(
1−(x−t)2

)n
an

. En
développant, d’après la formule du binôme de Newton, on obtient que pour tous

x, t ∈ I, pn(x− t) =
2n∑
k=0

qk(t)x
k, où qk est polynômiale en t pour tout k ∈ J0, 2nK.

Ainsi,

f ∗ pn(x) =
∫ 1

2

− 1
2

f(t)

2n∑
k=0

qk(t)x
kdt =

2n∑
k=0

(∫ 1
2

− 1
2

f(t)qk(t)dt

)
xk,

et on voit bien que f ∗ pn est bien polynômiale en x sur I, ce qui conclut la
preuve du Lemme 2.

• Soient a < b deux réels, et f ∈ C([a, b]). Quitte à précomposer f par le changement
de variable affine

φ :

∣∣∣∣ [− 1
4 ,

1
4

]
−→ [a, b]

t 7−→ (b− a)
(
2t+ 1

2

)
+ a,

on peut se ramener au cas où [a, b] =
[
− 1

4 ,
1
4

]
.

On prolonge alors f à
[
− 1

2 ,−
1
4

]
(resp.

[
1
4 ,

1
2

]
) par une fonction affine valant 0 en

− 1
2 et f

(
− 1

4

)
en − 1

4 (resp. f
(
1
4

)
en 1

4 et 0 en 1
2 ) (dessin obligatoire). On prolonge

enfin cette fonction à R tout entier par 0 en dehors de
[
− 1

2 ,
1
2

]
. On note f̃ ce

prolongement. Alors, f̃ ∈ Cc(R) est à support dans I =
[
− 1

2 ,
1
2

]
, donc d’après

les Lemmes 1 et 2, il existe une suite (Pn)n∈N de fonctions polynômiales sur

I qui converge uniformément vers f̃ sur I. En particulier,
(
(Pn)|[− 1

4 ,
1
4 ]

)
n∈N

est

une suite de fonctions polynômiales sur
[
− 1

4 ,
1
4

]
qui converge uniformément vers

f sur
[
− 1

4 ,
1
4

]
, ce qui prouve le Théorème 3 de Weierstrass.
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